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Invariane de la Γ-dimension pour ertaines
familles kählériennes de dimension 3
Benoît Claudon
Résumé
Dans et artile, on étudie les propriétés d'invariane par déformation
de la Γ-dimension d'une variété kählérienne ompate X, et invariant bi-
rationnel ontrlant la dimension des sous-variétés ompates maximales
ontenues dans le revêtement universel de X. Pour les surfaes kählé-
riennes, ette propriété d'invariane résulte immédiatement d'un théo-
rème de Y.-T. Siu. En utilisant un théorème de struture de F. Campana
et Q. Zhang, on montre également l'invariane par déformation de la Γ-
dimension pour ertaines familles de variétés kählériennes ompates de
dimension 3.
Invariane of Γ-dimension for some Kähler
3-folds families
Abstrat
In this artile, we study some properties of deformation invariane of
the Γ-dimension (dened for X a ompat kähler manifold). This bira-
tional invariant is dened as the odimension of the maximal ompat
subvarieties in the universal over of X. In the surfae ase, the defor-
mation invariane is a straightforward onsequene of a theorem of Y.-T.
Siu. Using some results from F. Campana et Q. Zhang, we settle this
invariane for ertain type of Kähler families of dimension 3.
Introdution
La théorie des fontions, ainsi que la struture du revêtement universel d'une
variété projetive (ou plus généralement kählérienne ompate), sont onjetu-
ralement dérites par l'énoné suivant [Sha74℄ :
Conjeture 1 (I.R. Shafarevih, 1974)
Soit X une variété projetive de revêtement universel X˜. La variété omplexe X˜
est alors holomorphiquement onvexe ; en partiulier, X˜ admet une appliation
propre sur un espae de Stein (appelée rédution de Remmert de X˜).
A défaut de pouvoir onstruire a priori des fontions holomorphes non
onstantes sur X˜, on peut onstruire une rédution de Remmert pour X˜ en
un sens biméromorphe :
1
Théorème 0.1 ([Cam94℄)
Si X est une variété kählérienne ompate, X˜ admet une unique appliation
méromorphe, presque-holomorphe
1
, propre et à bres onnexes
γ eX : X˜ 99K Γ(X˜)
vériant : si Z˜ est une sous-variété irrédutible ompate qui intersete une bre
générale de γ eX , alors Z˜ est entièrement ontenue dans elle-i.
De façon équivalente, il existe sur X une unique bration presque-holomorphe
γX : X 99K Γ(X)
vériant : si Z est une sous-variété irrédutible passant par un point général
x ∈ X, de normalisée Zˆ −→ Z et satisfaisant à la ondition∣∣∣Im(π1(Zˆ) −→ π1(X)∣∣∣ < +∞
Z est alors ontenue dans la bre en x
Z ⊂ γ−1X (γX(x)).
Remarque 0.1
La onjeture 1 est alors équivalente au fait que γ eX soit holomorphe et que Γ(X˜)
soit de Stein.
Remarque 0.2
Indépendament, J. Kollár a également proposé une onstrution de γX dans le
as algébrique. Dans [Kol93℄, elle est notée ShX et prend le nom d'appliation
de Shafarevih.
Dans la suite, on notera π1(Z)X l'image du morphisme π1(Z) −→ π1(X) pour
une sous-variété Z de X et π1(Zˆ)X l'image du morphisme induit par la norma-
lisation de Z.
Le théorème 0.1 permet alors de dénir l'invariant suivant.
Dénition 0.1
On appelle Γ-dimension de la variété X l'entier déni par :
γd(X) = dim(Γ(X))
C'est un invariant birationnel qui ne dépend que du revêtement universel de X
(il est en partiulier invariant sous les revêtements étales nis de X).
La question de l'invariane par déformation (qui se pose naturellement) est
soulevée par J. Kollár dans [Kol95, 18.4, p. 184℄ et étudiée dans [dOKR02℄.
Formulons la expliitement :
Conjeture 2
La Γ-dimension est invariante dans une famille de variétés kählériennes2.
1
ela signie que le lieu d'indétermination ne s'envoie pas surjetivement sur la base de la
bration.
2
voir la setion suivante pour les diérentes notions de familles utilisées ii.
Dans l'artile [dOKR02℄, les auteurs s'intéressent notamment à l'invariane par
déformation pour les variétés
3 X vériant :
γd(X) = dim(X).
Les résultats prinipaux développés dans les setions suivantes traitent le
problème de l'invariane par déformation de la Γ-dimension pour ertaines fa-
milles de dimension 3. Ainsi, on démontrera dans et artile les théorèmes sui-
vants :
Théorème 0.2
Soit π : X −→ B une famille de variétés kählériennes ompates de dimension
3. Si la famille n'est pas de type général ( i.e. si les bres ne le sont pas), la
Γ-dimension est onstante dans la déformation : l'appliation
B ∋ b 7→ γd(Xt)
est loalement onstante sur B.
De plus, sous réserve d'un résultat onjetural, la ondition γd(X) = 3 est une
ondition ouverte dans une déformation :
Théorème 0.3 (énoné onditionnel)
Soit π : X −→ D une famille projetive de variétés de dimension 3. Si la bre
entrale X0 vérie γd(X0) = 3, les bres voisines de X0 sont alors également de
type π1-général :
γd(Xt) = 3 pour tout t dans un voisinage de 0.
La onjeture dont dépend le théorème préédent peut se formuler de la façon
suivante :
Conjeture 3
Si S est une surfae rationnelle et ∆ un Q-diviseur (dont le support est à roi-
sements normaux) de la forme :
∆ =
∑
j∈J
(1−
1
mj
)∆j (ave mj ≥ 2 des entiers)
tels que κ(S/∆) ≤ 0, le groupe fondamental orbifolde4 π1(S/∆) est presque
abélien ( i.e. admet un sous-groupe abélien d'indie ni).
Ce papier est struturé de la façon suivante : la première setion est dévo-
lue à quelques rappels sur les familles de variétés kählériennes, l'existene d'une
Γ-rédution générique dans une telle famille ainsi qu'à l'exposition du as des
surfaes kählériennes. La deuxième partie aura pour objetif de montrer le théo-
rème 0.2 ; pour ela, nous nous appuyerons sur un théorème de struture dû à
F. Campana et Q. Zhang. Enn, nous étudierons plus préisément les variétés
de dimension 3 vériant γd(X) = 2 pour en déduire le théorème 0.3.
3
es variétés sont dites de type pi1-général ; voir la setion 2.
4
voir la setion 3.
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1 Propriétés relatives de la Γ-rédution
1.1 Struture loale des familles de variétés kählériennes
On rappelle ii quelques notions de base sur les familles de variétés et sur
la struture loale de elles-i lorsqu'elles sont suposées kählériennes. Dans un
soui de omplétude, nous redonnons également la démonstration d'un énoné de
ompaité relative dans l'espae des yles (pour les notions onernant l'espae
des yles et sa topologie, on renverra systématiquement à [Bar75℄ et [Lie78℄).
Dénition 1.1
Une famille de variétés omplexes est un triplet (X, B, π) dans lequel X et B
sont des variétés omplexes et
π : X −→ B
une submersion holomorphe propre dont les bres sont des variétés onnexes (et
ompates par propreté de π). La famille (X, B, π) est dite :
1. kählérienne si toutes les bres de la famille le sont.
2. projetive s'il existe un bré en droites A sur X qui est π-ample.
Remarque 1.1
Si π : X −→ B est une famille projetive au-dessus d'une base Stein, on peut
toujours se ramener (et 'est e que l'on fera dans la suite) au as où le bré A
est ample sur X.
La struture loale (sur la base) d'une famille de variétés kählériennes est en
fait assez simple : on dispose d'une métrique "relativement kählérienne".
Proposition 1.1
Soit π : X −→ B une famille de variétés kählériennes ompates et b un point
de B. Il existe alors un voisinage (que l'on peut supposer ontratile) U de b
dans B et ω une métrique hermitienne sur X = XU = π
−1(U) qui se restreint
en une métrique kählérienne sur haque bre de la famille π : X −→ U (i.e.
d(ω|Xu) = 0 pour tout u ∈ U).
Démonstration :
On peut failement s'en onvainre en examinant la démonstration du théo-
rème de Kodaira sur les petites déformations des variétés kählériennes, par
exemple elle proposée dans [Voi02, th. 9.23, p. 222℄. On y onstruit la mé-
trique pour montrer que les bres voisines de Xb sont kählériennes. 
Dans ette situation, les propriétés de ompaité relative des yles sont préser-
vées omme le montre la proposition suivante (en omparaison de la situation
absolue où U est réduit à un point [Lie78℄).
Proposition 1.2
Si π : X −→ U est une famille de variétés kählériennes ompates omme i-
dessus (U est ontratile et X est muni d'une métrique ω qui se restreint en une
métrique kählérienne sur haque bre), les omposantes irrédutibles de C(X/U)
sont alors U -propres pour la projetion
π∗ : C(X/U) −→ U
4
Rappelons que sans l'hypothèse ontratile, la propriété de ompaité relative
i-dessus est mise en défaut omme le montre l'exemple de D. Lieberman (ibid).
Nous redonnons la démonstration de ette proposition faute de référenes dans
la littérature existante.
Démonstration :
Comme U est ontratile, le lemme d'Ehresmann (voir [Voi02, prop. 9.3, p.
209℄) montre alors que la bration est topologiquement triviale :
X
ϕ
//
π

@@
@@
@@
@@
X0 × U
pr2
{{ww
ww
ww
ww
w
U
où ϕ est un diéomorphisme et 0 ∈ U un point base quelonque. En parti-
ulier, les algèbres de ohomologie H•(Xu) (pour u ∈ U) sont anoniquement
isomorphes à H•(X). Si ωu désigne la restrition de ω à la bre Xu, ωu dénit
une lasse dans H2(Xu) (ar elle est d-fermée) et elle dénit don également
une lasse [ωu] ∈ H2(X).
Soit maintenant (Ct)t∈T une famille analytique de n-yles (relatifs) para-
métrée par un espae irrédutible T et supposons que
∀ t ∈ T, u(t) = π∗(Ct) ∈ K
ave K un ompat de U . Le volume est alors donné par :
Volω(Ct) =
∫
Ct
ωn =
∫
Ct
(ωu(t))
n = [Ct] ∧ [ωu(t)]
n
où le produit d'intersetion est alulé (par exemple) dans H•(X). Mais lorsque
u dérit K, [ωu] dérit une partie bornée de H
2(X) (par ompaité de K) et il
est bien onnu que dans, une famille irrédutible, la lasse d'homologie est xée :
on en déduit que le volume de la famille Volω(Ct) est borné. D'autre part, les
supports des yles Ct sont ontenus dans le ompat π
−1(K). On peut alors
appliquer [Lie78℄ et onlure que la famille (Ct)t∈T est ontenue dans un om-
pat de C(X) ; omme C(X/U) est fermé dans C(X), (Ct)t∈T est ontenue dans
un ompat de C(X/U) et ela montre la propreté de π∗ en restrition aux om-
posantes irrédutibles. 
1.2 Γ-rédution relative
Rappelons tout d'abord que la onstrution de la Γ-rédution peut se faire
en famille mais, a priori, seulement génériquement :
Proposition 1.3
Soit π : X −→ B une famille de variétés kählériennes ompates. Il existe alors
Γ(X/B) un espae omplexe normal et un diagramme :
X
γpi
//_______
π

>>
>>
>>
>>
Γ(X/B)
φ
{{ww
ww
ww
ww
w
B
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dans lequel φ est surjetif et telle que pour b ∈ B général, la restrition de γπ à
Xb :
γπ|Xb : Xb 99K Γ(X/B)
soit la Γ-rédution de Xb.
Démonstration :
On applique les théorèmes 2.2 et 2.7 de [Cam04℄. On pourra également
omparer à [dOKR02, rk. 2.7℄ 
On peut maintenant, grâe à la proposition 1.2 i-dessus, montrer une pro-
priété de semi-ontinuité inférieure de la Γ-dimension au ours d'une déforma-
tion.
Théorème 1.1
Si π : X −→ B est une famille de variétés kählériennes ompates et si d désigne
la valeur générale de la Γ-dimension de la famille π, alors
d = max
b∈B
(
γd(Xb)
)
Démonstration :
Notons n la dimension relative de X sur B et xons b un point de B et
U un voisinage ontratile (par exemple un polydisque) de b omme dans la
proposition 1.1. On notera enore X la restrition de la famille π au dessus
de U . Comme l'espae Cn−d(X/U) n'a qu'un nombre au plus dénombrable de
omposantes irrédutibles, il en existe une que l'on notera C qui ontient les
bres de γXu pour u général dans U . Or, d'après la proposition 1.2, l'appliation
π∗ : C −→ U
est propre don en partiulier fermée. D'autre part, π∗(C) ontient le sous-
ensemble dense des points généraux i-dessus ; on en déduit don que π∗ est
surjetive. Au dessus du point b, Cb = π
−1
∗ (b) est don un sous-ensemble ana-
lytique de Cn−d(Xb) dont une omposante irrédutible au moins doit être ou-
vrante (pour Xb). Il nous reste maintenant à vérier l'armation suivante : les
(omposantes irrédutibles des) yles (Zt)t∈T de dimension n − d paramétrés
par ette omposante irrédutible vérient don
Im(π1(Zˆt) −→ π1(Xb)) < +∞
En eet, si on admet le fait i-dessus, on en déduit immédiatement (par déni-
tion de l'invariant γd) :
∀ b ∈ B, γd(Xb) ≤ d
On va en fait montrer que les omposantes irrédutibles des images réiproques
(dans X˜b) des yles (Zt)t∈T sont ompates (e qui est équivalent à l'assertion
i-dessus). Si on se plae au dessus d'un voisinage ompat K de b, le volume
des yles de CK = π
−1
∗ (K) par rapport à la métrique ω de la proposition 1.1
est uniformément majoré :
∀Z ∈ CK , Volω(Z) ≤M
par une onstante M > 0. Pour les yles Z qui sont les bres des Γ-rédution
de Xu (u ∈ K général et u 6= b), on a don également :
Volω˜(Z
j) ≤M ′
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où ω˜ est l'image réiproque de ω sur X˜ (le revêtement universel de X) et Z˜j une
omposante irrédutible de l'image réiproque de Z dans X˜. La onstante M ′
vérie en fait M ′ = NM ave
N = Card (π1(Z)X)
(et entier ne dépend pas de Z générique dans la famille CK). En passant à la
limite, on en déduit que les sous-variétés Z˜t
j
(t ∈ T ) de X˜b ont un volume ni ;
un argument standard de géométrie bornée (voir [Gro91, p. 288-289℄) montre
alors que les Z˜t
j
sont ompates. 
1.3 Invariane dans le as des surfaes
Rappelons pour nir que la Γ-dimension est eetivement invariante dans
les familles de surfaes kählériennes mais e pour des raisons tenant au fait que
la dimension est petite. En eet, d'après un théorème de Y.-T. Siu, la propriété
γd(X) = 1 ne dépend que du groupe fondamental de X :
Théorème 1.2 ([Siu87℄)
Si X est une variété kählérienne ompate, alors γd(X) = 1 si et seulement
si π1(X) est ommensurable
5
au groupe fondamental d'une ourbe C de genre
g ≥ 1.
Les onditions γd(X) = 0 et γd(X) = 1 ne dépendent don que du groupe
fondamental de X .
Corollaire 1.1
Si X est une surfae kählérienne ompate, la Γ-dimension de X ne dépend que
du groupe fondamental ('est en partiulier un invariant topologique de X).
Notons que ei n'est bien entendu plus valable en dimension supérieure. Consi-
dérons en eet A une variété projetive lisse de dimension n ≥ 4 telle que
γd(A) = n, X une setion hyperplane de A et Z une setion hyperplane de X .
Si Y est obtenue omme setion hyperplane de P2×Z, on vérie failement que
X et Y sont deux variétés projetives de dimension n− 1 vériant :
γd(X) = n− 1 et γd(Y ) = n− 2.
Or, des appliation répétées du théorème de Lefshetz montrent que
π1(X) ≃ π1(Y ) ≃ π1(A).
Ainsi, X et Y sont deux variétés projetives (de dimension au moins 3) ayant
des groupes fondamentaux isomorphes mais de Γ-dimension diérentes.
Corollaire 1.2
Si (X, B, π) est une déformation de surfaes kählériennes au dessus d'une base
B onnexe, la Γ-dimension est invariante dans la famille. En d'autres termes,
l'appliation
B ∋ b 7→ γd(Xb)
est onstante sur B.
5
on rappelle que deux groupes G et H sont dits ommensurables si ils possèdent des sous-
groupes d'indies nis G1 ⊂ G et H1 ⊂ H isomorphes.
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Démonstration du orollaire 1.2 :
D'après le orollaire 1.1, la Γ-dimension ne dépend que du groupe fonda-
mental pour une surfae kählérienne ompate. Or, dans une famille (X, B, π),
les bres sont deux à deux homéomorphes d'où l'invariane par déformation. 
Dans les as des familles de dimension 3, nous sommes don fae à la diho-
tomie suivante : γd(X) = 2 ou 3 ; dihotomie que nous allons étudier dans les
setions suivantes.
2 Variétés de type pi1-général
2.1 Un résultat de struture
Rappelons que les variétés X vériant γd(X) = dim(X) sont dites de type
π1-général (voir [CZ05℄ et [Cam95, th. 4.1℄ pour la justiation de ette termi-
nologie). La struture de es variétés est onjeturalement dérite par l'énoné
suivant.
Conjeture 4 ([Kol93℄, [CZ05℄)
Une variété kählérienne ompate X de type π1-général vérie néessairement
κ(X) ≥ 0 et, à revêtement étale ni et transformation birationnelle près, X
admet une submersion en tores f : X −→ Y sur une variété Y de type général
et de type π1-général.
Dans le as projetif, ette onjeture est une onséquene de la onjeture
d'Abondane et des résultats de Bogomolov-Yau sur les variétés à bré ano-
nique trivial. Nous rappelons ii le résultat prinipal de [CZ05℄ qui établit la
onjeture 4 en dimension 3.
Théorème 2.1
Soit X une variété kählérienne ompate de dimension 3 ave γd(X) = 3. On
a alors κ(X) ≥ 0 et de plus, à revêtement étale ni près, X est biméromorphe
1. soit à Alb(X)×Alb(J(X)) J(X)
2. soit à une submersion en surfaes abéliennes sur une ourbe de genre au
moins 2.
En partiulier, toujours à revêtement étale ni près, la bration d'Iitaka-Moishezon
JX : X −→ J(X) de X est (biméromorphe à) une submersion en tores et J(X)
est de type général et de type π1-général.
Les propositions suivantes (immédiates ave le théorème i-dessus) isolent les
as κ(X) = 1 et 2.
Proposition 2.1
Soit X kähler ompate de dimension 3 vériant γd(X) = 3 et κ(X) = 1. A
revêtement étale ni près, X admet une submersion en tores sur une ourbe
J : X −→ C
vériant g(C) ≥ 2 et, si T désigne la bre de J , le morphisme π1(T ) −→ π1(X)
est injetif.
8
Proposition 2.2
Soit X kähler ompate de dimension 3 vériant γd(X) = 3 et κ(X) = 2. A
revêtement étale ni près, l'appliation d'Albanese de X est
1. soit isotriviale sur une ourbe elliptique ave pour bre une surfae de type
π1-général.
2. soit une bration sur une surfae de type π1-général dont la bre générale
F vérie π1(F )X est un groupe inni (ave la notation introduite après la
remarque 0.2).
3. soit génériquement nie sur son image.
Pour nir e paragraphe, rappelons les faits suivants (qui nous seront utiles
ultérieurement) onernant l'appliation d'Albanese. Si on note
αX : X −→ Alb(X)
l'appliation d'Albanese de la variété X et αd(X) = dim(αX(X)) sa dimension
d'Albanese, on dispose alors des résultats suivants.
Proposition 2.3 (prop. 1.4, p. 267 [Cat91℄)
La dimension d'Albanese est un invariant topologique (et même un invariant
d'homotopie).
Proposition 2.4
Soit X une variété kählérienne ompate. On a alors
γd(X) ≥ αd(X).
Démonstration :
L'image de αX est une sous-variété du toreAlb(X) et elle est don de type π1-
général. Comme la Γ-dimension est roissante sous les appliations surjetives,
on a bien
γd(X) ≥ αd(X).

2.2 Γ-rédution et brations
Dans e paragraphe, nous établissons une sorte de réiproque à la onjeture
4.
Proposition 2.5
Si une variété kählérienne ompate X admet une submersion en tores f : X −→
Y , on a alors :
γd(X) ≥ dim(f) + γd(Y ).
En partiulier, X est de type π1-général si Y l'est.
Le omportement de la Γ-dimension dans une bration f : X −→ Y entre
variétés kählériennes ompates est en eet assez diile à dérire en toute
généralité. On sait en eet que γd(X) ≥ γd(Y ) mais, même si la bre générale
F de f vérie γd(F ) > 0, l'inégalité i-dessus n'est pas néessairement strite.
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Par exemple, siX est une setion hyperplane de P2×P1, les bres de la projetion
sur le deuxième fateur
pr2 : X −→ P
1
sont des ourbes de genre g > 0 (si X est de degré au moins 3 sur P2). Ces bres
vérient don γd(F ) > 0 alors que γd(X) = 0 (par le théorème de Lefshetz, X
est simplement onnexe).
Pour établir la proposition 2.5, il nous faut montrer que le morphisme naturel
entre les groupes fondamentaux de la bre et elui de X est injetif, le lemme
suivant permettant ensuite de onlure.
Lemme 2.1
Soit f : X −→ Y une bration entre variétés kählériennes ompates dont on
note F la bre générale. On suppose de plus que le morphisme π1(F ) −→ π1(X)
déduit de l'inlusion est injetif. On a alors :
γd(Y ) + dim(F ) ≥ γd(X) ≥ γd(F ) + γd(Y )
En partiulier, X est de type π1-général si F et Y le sont.
Démonstration :
Considérons le diagramme (fontorialité de la Γ-rédution) :
X
f
//
γX

Y
γY

Γ(X)
γf
// Γ(Y )
L'image γX(F ) de F par γX est ontenue dans une bre de
γf : Γ(X) −→ Γ(Y )
d'où :
dim(γX(F )) ≤ dim(Γ(X))− dim(Γ(Y )) = γd(X)− γd(Y ) (1)
Notons Γ la bre générale de la Γ-rédution de X et onsidérons l'appliation
F −→ γX(F ). La bre de ette appliation est Γ ∩ F et omme π1(F ) s'injete
dans π1(X), on onstate que l'image de π1(Γ∩F ) dans π1(F ) doit don être nie.
Don Γ ∩ F est ontenue dans la bre de la Γ-rédution de F et l'appliation
F −→ γX(F ) se fatorise sous la forme :
F //
!!B
BB
BB
BB
B
γX(F )
{{vv
vv
vv
vv
v
Γ(F )
et on en déduit que dim(γX(F )) ≥ γd(F ). Cei ombiné ave l'inégalité (1)
fournit l'additivité annonée :
γd(X) ≥ γd(F ) + γd(Y ).

Lorsque la bre F est une ourbe, la démonstration i-dessus fournit le orollaire
immédiat suivant.
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Lemme 2.2
Si f : X −→ Y est une bration en ourbes et si l'image du morphisme
π1(F ) −→ π1(X) est innie, on a alors :
γd(X) ≥ 1 + γd(Y )
Comme annoné i-dessus, il nous reste à montrer l'injetivité du morphisme
π1(F ) −→ π1(X) dans la situation onsidérée.
Lemme 2.3
Si f : X −→ Y est une submersion en tores ave X kählérienne ompate (de
bre F ), le morphisme induit
i∗ : π1(F ) −→ π1(X)
est injetif.
Remarque 2.1
L'exemple des surfaes de Hopf (au moins elles admettant une bration ellip-
tique sur P1) montre que l'hypothèse "X kählérienne" est essentielle.
Démonstration :
Si π : Y˜ −→ Y est le revêtement universel de Y , le produit bré :
X˜f = X ×Y Y˜
πf

// Y˜
π

X
f
// Y
dénit une submersion holomorphe propre g : X˜f −→ Y˜ . De plus, l'appliation
πf : X˜f −→ X est un revêtement étale. La suite exate d'homotopie assoiée à
g s'érit :
0 −→ K −→ π1(F )
i∗−→ π1(X˜f ) −→ 0 (2)
où K désigne simplement le noyau de π1(F ) −→ π1(X˜f ). La suite (2) est don
une suite exate de groupes abéliens qui se dualise en :
0 −→ H1(X˜f ,C)
i∗
−→ H1(F,C) −→ Hom(K,C). (3)
Or, omme Y˜ est simplement onnexe, la monodromie de la bration g est
triviale et, omme X˜f est kählérienne, on peut appliquer le théorème de dégé-
néresene de la suite spetrale de Blanhard [Bla56℄ (voir également [Voi02,
p. 376-382℄ pour une exposition remarquablement limpide de e résultat) : le
morphisme de restrition
H1(X˜f ,C)
i∗
−→ H1(F,C)
est surjetif et la èhe
H1(F,C) −→ Hom(K,C)
est don identiquement nulle. Comme K est un sous-groupe d'un groupe abélien
sans torsion, ei est équivalent au fait que K soit réduit à zéro. On a don un
isomorphisme de groupes :
i∗ : π1(F )
∼
−→ π1(X˜f ).
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Pour onlure, rappelons que le revêtement πf : X˜f −→ X est étale ; le mor-
phisme induit au niveau du groupe fondamental
π1(F )
∼
−→ π1(X˜f )
πf∗
−→ π1(X)
est don injetif. 
La proposition 2.5 s'obtient alors en ombinant les lemmes 2.1 et 2.3.
2.3 Invariane pour les familles non de type général
Pour démontrer le théorème 0.2, nous allons utiliser les résultats de struture
des paragraphes préédents.
Démonstration du théorème 0.2 :
Comme il faut montrer que la Γ-dimension est loalement onstante dans
une déformation, on se donne
π : X −→ D
une famille de variétés kählériennes ompates de dimension 3 au dessus du
disque unité de C. Nous noterons X = X0 la bre entrale de la famille. Nous
allons raisonner au as par as selon les valeurs de γd(X) et de κ(X) et montrer
que, pour t ∈ D prohe de 0, on a γd(Xt) = γd(X). Rappelons que seuls les as
γd(X) = 2 et γd(X) = 3 sont à traiter (et e d'après le théorème 1.2).
Remarque 2.2
La plupart des énonés de struture i-dessus sont à revêtement étale ni près.
Un tel revêtement orrespond à un sous-groupe d'indie ni de
π1(X) ≃ π1(X)
et induit don un revêtement étale ni de X. Quitte à remplaer X par e
revêtement, nous supposerons toujours que la variété X possède les propriétés
mentionnées dans les propositions 2.1 et 2.2.
as 1 : γd(X) = 3 et κ(X) = 0
La variété X est don biméromorphe à un tore d'après [CZ05℄ ; omme toute
déformation d'un tore est un tore, on a bien :
∀ t ∈ D, γd(Xt) = 3 = γd(X).
as 2 : γd(X) = 3 et κ(X) = 1
La proposition 2.1 montre que X admet une submersion en tores J (on note F la
bre de J) sur une ourbe de genre g ≥ 2 ave de plus l'injetion au niveau des
groupes fondamentaux : π1(F ) →֒ π1(X). Le lemme de Castelnuevo-de Franhis
(voir par exemple [Bog80℄) montre que Xt admet enore une telle bration
Jt : Xt −→ Ct
ave g(Ct) ≥ 2 et π1(Ft) →֒ π1(X) (où Ft, la bre de Jt, est enore un tore). Le
lemme 2.1 montre alors que
γd(Xt) ≥ γd(Ft) + γd(Ct) = 3
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et on a enore :
∀ t ∈ D, γd(Xt) = 3 = γd(X).
as 3 : γd(X) = 3 et κ(X) = 2
Là enore on va montrer que la struture de X (en fait elle de son appliation
d'Albanese) donnée par la proposition 2.2 se déforme. Considérons pour ela
l'appliation d'Albanese relative de la famille :
X
α
//
π

>>
>>
>>
>>
Alb(X/D)
zzuu
uu
uu
uu
u
D
1. si αX est isotriviale sur une ourbe elliptique ave pour bre une surfae
de type π1-général, il est est de même pour Xt et on a enore γd(Xt) = 3.
2. si αX est une bration sur une surfae de type π1-général ave pour bre
des ourbes F vériant |π1(F )X | = +∞, 'est enore le as pour αXt . Le
lemme 2.2 permet de onlure que Xt est enore de type π1-général.
3. si αd(X) = 3, on ombine les propositions 2.3 et 2.4 pour obtenir
∀ t ∈ D, 3 ≥ γd(Xt) ≥ αd(Xt) = αd(X) = 3.
as 4 : γd(X) = 2 et κ(X) ≤ 2
Supposons que la Γ-dimension en soit pas loalement onstante ; la semi-ontinuité
supérieure (générique) de la dimension de Kodaira et le théorème 1.1 montrent
alors que, génériquement sur D, on a :
γd(Xt) = 3 et κ(Xt) ≤ 2.
Mais la disussion des as 1, 2 et 3 entraîne qu'on doit alors avoir γd(X) = 3.
Cette ontradition montre don bien que
γd(Xt) = 2 pour t dans D.
La liste des as 1 à 4 étant exhaustive, la Γ-dimension est eetivement loale-
ment onstante et ei onlut la démonstration du théorème 0.2. 
3 Variétés vériant γd(X) = 2
Dans ette dernière partie, nous voulons omprendre plus préisément les
variétés X (kählérienne ompate de dimension 3) vériant γd(X) = 2. Pour
ela, donnons nous un modèle holomorphe
γ : X −→ Γ(X) = S
de la Γ-rédution de X que nous supposerons net : ela signie qu'il existe un
morphisme birationnel u : X −→ X ′ (ave X ′ lisse) tel que tout diviseur γ-
exeptionnel est également u-exeptionnel (voir [Cam04b, def. 1.2 et lem. 1.3,
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p.507℄). On introduit également le diviseur des multipliités au sens lassique
de la bration γ omme dans [Cam04b,  1.1.4, p. 508℄ :
∆ = ∆(γ) =
∑
j∈J
(1 −
1
mj
)∆j
(les multipliitésmj sont alulées au sens pgd) ainsi que le groupe fondamental
orbifolde
6 π1(S/∆). Le fait d'avoir hoisi un modèle net de la bration γ a pour
onséquene :
Proposition 3.1 (or. 11.9 [Cam07℄)
La bration (nette) γ : X −→ S induit une suite exate au niveau des groupes
fondamentaux
1 −→ π1(F )X −→ π1(X) −→ π1(S/∆) −→ 1
où F désigne la bre générale de γ.
Le fait de onsidérer le groupe fondamental orbifolde pallie don le défaut d'exa-
titude (éventuel) de la suite
1 −→ π1(F )X −→ π1(X) −→ π1(S) −→ 1.
Nous allons maintenant étudier ette situation suivant les valeurs de κ(S/∆).
3.1 Γ-rédution non de type général
Traitons tout d'abord le as où la surfae orbifolde (S/∆) n'est pas de type
général. C'est ii que va intervenir la onjeture 3. Reformulons de façon plus
préise.
Conjeture 5
Soit (S/∆) une surfae orbifolde lisse (au sens de [Cam07℄) ave S rationnelle.
1. Si −(KS +∆) est ample, π1(S/∆) est ni.
2. Si KS +∆ est numériquement trivial, π1(S/∆) est presque abélien.
Cette onjeture intervient naturellement dans l'étude que nous avons entre-
prise.
Théorème 3.1 (onditionné par la onjeture 5)
Soit γ : X −→ (S/∆) omme i-dessus ; on a alors :
(i) κ(S/∆) ≥ 0.
(ii) Si (S/∆) n'est pas de type général (κ(S/∆) < 2), il existe un revêtement
étale ni X ′ −→ X de X tel que la Γ-rédution de X soit birationnellement
équivalente à son appliation d'Albanese.
Remarque 3.1
Si on sait que κ(S/∆) = 1 ou bien que S n'est pas rationnelle, les onlusions
du théorème préédent sont vériées inonditionnellement.
6
elui i est déni omme le quotient du groupe pi1(S\Supp(∆)) par le sous-groupe normal
engendré par les laets β
mj
j
où βj est un petit laet autour de la omposante ∆j .
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Le théorème 3.1 va résulter de la ombinaison des propositions suivantes. Dans
les énonés i-dessous, nous nous plaçon toujours dans la situation où (S/∆) est
la base orbifolde (au sens lassique) de l'appliation γX .
Proposition 3.2
Si (S/∆) admet une struture elliptique
f : (S/∆) −→ C
sur une ourbe C (les bres lisses (E/∆) de f sont elliptiques au sens orbi-
foldes), il existe un revêtement étale ni X ′ −→ X de X vériant αd(X ′) = 2.
En partiulier, la Γ-rédution de X ′ est birationnellement équivalente à son ap-
pliation d'Albanese αX′ .
Démonstration :
Remarquons tout d'abord le fait suivant : la suite exate des groupes fonda-
mentaux (3.1) montre que les bres E/∆ de f vérient néessairement
Im (π1(E/∆) −→ π1(S/∆)) = +∞.
En eet, dans la as ontraire, les sous-variétés Σ = γ−1(E) formeraient une
famille de surfaes de X ave π1(Σ)X ni (e qui est ontraire à l'hypothèse
γd(X) = 2). Cette propriété est de plus stable par hangement de base ni
C′ −→ C (on s'en onvain failement en érivant les diagrammes adéquats).
Commençons par montrer la proposition 3.2 dans le as lassique ∆ = ∅. Les
arguments ombinés de [FM94, th. 2.3, p. 158℄ et [BHPVdV04, III 18.2 et 18.3,
p. 132℄ montrent que la bration S −→ C est isotriviale : en eet, la présene
de bres (à rédution) singulières dans la bration S −→ C entraînerait un
isomorphisme au niveau des groupes fondamentaux (grâe à [FM94, th. 2.3, p.
158℄) :
π1(S)
∼
−→ π1(C)
e qui est exlu par la remarque i-dessus. On a don χtop(S) = 0 et les bres de
S −→ C sont au plus elliptiques multiples lisses. Les propositions [BHPVdV04,
III 18.2 et 18.3, p. 132℄ s'appliquent et montrent que la bration est eetivement
isotriviale. En partiulier, on en déduit que αd(S′) = 2 pour un revêtement étale
ni S′ de S. En onsidérant le revêtement (étale) X ′ orrespondant pour X , on
a alors αd(X ′) ≥ αd(S′) = 2 et la proposition 2.4 montre que l'appliation
d'Albanese de X ′ est birationnellement équivalente à la Γ-rédution de X ′.
Si ∆ 6= ∅, S est réglée sur C et les bres orbifoldes de f sont de la forme :
(P1,∆) = (P1/(2, 3, 6)), (P1/(2, 4, 4)), (P1/(3, 3, 3)) ou (P1/(2, 2, 2, 2))
(la notation i-dessus suggère que seules les multipliités nous intéressent). On
peut alors appliquer le Branhed Covering Trik [BHPVdV04, th. 18.2, p. 56℄ :
un hangement de base ni permet de se ramener au as où les omposantes
irrédutibles f -horizontales de ∆ sont des setions de S −→ C (sans hanger
l'hypothèse sur les groupes fondamentaux par la remarque i-dessus). En faisant
agir les homographies de P1 (e qui induit une transformation birationnelle de la
surfae), on se ramène au as où les points orbifoldes sont 0, 1 et∞ (les setions
orrespondantes sont onstantes) ; dans les trois premiers as, la bration f est
isotriviale (au sens orbifolde) et on onlut omme i-dessus.
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Dans le dernier as, on aimerait onstruire le revêtement double ramiant le
long de Supp(∆) pour se ramener à la situation ∆ = ∅. On onstate alors que,
quitte à ajouter une bre au support de ∆ (e qui ne hange pas la bre orbifolde
générale de f), on peut supposer que Supp(∆) est divisible par 2 dans Pi(S).
Notons∆+ e diviseur (éventuellement) modié, S+ −→ S le revêtement double
le long de ∆+ et S+ −→ C+ la fatorisation de Stein de la omposée S+ −→ C.
Par la disussion menée i-dessus, la bration S+ −→ C+ est isotriviale ; a
fortiori, la bration f : (S/∆) −→ C l'est également (omme on ne se souie
que des bres lisses, le fait de onsidérer ∆ ou ∆+ ne hange rien). Cei signie
exatement que la quatrième setion est onstante et onlut la démonstration.

Proposition 3.3
Soit (S/∆) une surfae orbifolde dont la surfae sous-jaente est réglée sur une
ourbe C de genre g ≥ 1 (via un réglage r : S −→ C). La struture du groupe
fondamental de (S/∆) est alors en partie ditée par la dimension de Kodaira :
1. Si κ(S/∆) = −∞, π1(S/∆) est ommensurable à elui d'une ourbe de
genre g′ ≥ 1.
2. Si κ(S/∆) = 0, g = 1 et π1(S/∆) est presque abélien.
Démonstration :
On désignera par E la bre du réglage r. Si κ(S/∆) = −∞, on montre
failement que les bres orbifoldes (E/∆) vérient également κ(E/∆) = −∞
(en appliquant par exemple les programmes des modèles log-minimaux [FM92℄).
Ce sont don des ourbes rationnelles orbifoldes qui ont en partiulier un groupe
fondamental ni. La suite exate des groupes fondamentaux (voir [Cam07℄)
π1(E/∆) −→ π1(S/∆) −→ π1(C/D
∗) −→ 1 (4)
(aveD∗ = ∆∗(∆, r) diviseur des multipliités de l'appliation r : (S/∆) −→ C)
montre que π1(S/∆) est ommensurable au groupe fondamental d'une ourbe
de genre au moins 1.
Si κ(S/∆) = 0, l'additivité orbifolde [Cam04b℄ a pour onséquene direte les
faits suivants : κ(E/∆) = 0 et κ(C/D) = 0. Comme 0 ≤ κ(C) ≤ κ(C/D) = 0,
on en déduit que D = ∅ et C est néessairement une ourbe elliptique.Via la
bration r, (S/∆) est elliptique sur C et la démonstration de la proposition 3.2
montre ette bration est isotriviale (on peut aussi appliquer le orollaire 11.21
de [Cam07℄ en remarquant que π1(S/∆) est alors résiduellement ni omme
extension de deux groupes eux-même résiduellement ni). 
Démonstration du théorème 3.1 :
Positivité de κ(S/∆) :
Si la base orbifolde (S/∆) de la bration γ vérie κ(S/∆) = −∞ et si S n'est
pas rationnelle, la proposition 3.3 nous montre que le groupe π1(S/∆) est om-
mensurable à elui d'une ourbe ; d'après la suite exate (3.1), on en déduit que
π1(X) vérie lui aussi ette relation de ommensurabilité. Le théorème 1.2 nous
amène à la onlusion γd(X) = 1 e qui n'est bien évidemment pas le as. On
a don κ(S/∆) ≥ 0 (si S n'est pas rationnelle).
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Cas κ(S/∆) = 0 :
Dans e as, π1(S/∆) est presque abélien : si κ(S) = 0, ela orrespond à la
onlusion de [Cam04a, or. 6.7, p. 347℄ et le as κ(S) = −∞ (et S non ration-
nelle) est traité par la proposition 3.3. La suite exate (3.1) montre alors que
π1(X) est également presque abélien. L'armation onernant l'équivalene de
γX′ et αX′ (pour un revêtement étale ni X
′
de X) est alors lassique.
Cas κ(S/∆) = 1 :
La surfae S est alors munie d'une bration elliptique (elle donnée par la -
bation d'Iitaka de KS +∆). L'appliation de la proposition 3.2 onlut alors la
démonstration. 
3.2 Majoration du genre des bres pour ertaines appli-
ations de type général
Dans e paragraphe, on onsidère le as restant, 'est-à-dire κ(S/∆) = 2.
Commençons par la remarque suivante (F désigne toujours la bre de γ) :
Proposition 3.4
Dans la situation γ : X −→ S ave κ(S/∆) = 2, on a néessairement :
κ(X) = κ(F ) + κ(S/∆) = κ(F ) + 2.
En partiulier,
1. κ(X) = −∞ si et seulement si F = P1 (et dans e as, la bration γ
oinide ave le quotient rationnel de X).
2. Si κ(X) ≥ 0, alors κ(X) ≥ 2 ave égalité si et seulement si F est une
ourbe elliptique (et γ est équivalente à la bration d'Iitaka-Moishezon de
X).
Démonstration :
L'égalité annonée n'est rien d'autre que l'additivité orbifolde [Cam04b, or.
4.7, p. 566℄ et les onséquenes 1 et 2 sont laires. 
On onstate don que siX n'est pas de type général, les bres de l'appliation
γ sont des ourbes d'un type partiulier. En revanhe, lorsque κ(X) = 3, il n'y
a plus auune restrition sur le type de ourbes apparaissant omme bre de γ.
Nous allons ependant montrer que, dans ette situation, leur genre est ontrlé
par le volume anonique de X . Rappelons que le volume d'une variété Y de
dimension n est déni par :
Vol(Y ) = lim sup
m→+∞
h0(Y,mKY )
mn/n!
.
Théorème 3.2
Soit n ≥ 3 un entier. Il existe une onstante Cn > 0 vériant la propriété
suivante : pour toute bration f : Y −→ Z de type général vers une surfae
Z ave dim(Y ) = n et Y de type général, le volume de la bre générale F de f
satisfait à l'inégalité :
Vol(F ) ≤ CnVol(Y ).
17
Une ourbe de genre g a pour volume 2g − 2 et on en déduit don :
Corollaire 3.1
Dans la situation γ : X −→ S ave κ(S/∆) = 2 et κ(X) = 3, il existe une
onstante C > 0 (indépendante de X) telle que :
g(F ) ≤ CVol(X).
La démonstration du théorème 3.2 repose sur une inégalité vériée par le
volume dans les brations de type général (inégalité généralisant le résultat de
[Kaw07℄).
Lemme 3.1
Soit f : Y −→ Z une bration de bre générale F et ∆ le diviseur (lassique
ou non-lassique) des multipliités de f . Si Y et f sont de type général, on a
alors :
Vol(Y )
n!
≥
Vol(Z/∆)
d!
Vol(F )
(n− d)!
ave n = dim(Y ) et d = dim(Z).
Démonstration :
On xe H et L des diviseurs amples sur Z et F ainsi que des entiersm1 > m0
tels que :
 m0K(Z/∆) et m1K(Z/∆) soient entiers et m0K(Z/∆) −H eetif,
 m1KF − L ≥ 0 et Vol(L/m1) > Vol(F )− ǫ.
On peut réaliser un tel hoix quitte à modier Z grâe au théorème d'approxima-
tion de Fujita [Fuj94℄. On déompose alors le bré kmm1KY (pour des valeurs
de m et k que l'on xera dans la suite) de la façon suivante :
kmm1KY = kmm1KY |(Z/∆) + km(m1 −m0)f
∗K(Z/∆)
+ kmf∗(m0K(Z/∆) −H) + kmf
∗H.
En utilisant la formule de projetion et le fait que m0K(Z/∆) −H est eetif,
on obtient l'inégalité
pkmm1(Y ) ≥ pk(m1−m0)m(Z)h
0(Z, SmSk(f∗(m1KY |(Z/∆))⊗ OZ(H))). (5)
Or, d'après [Cam04b, th. 4.11, p. 567℄, le faiseau F = f∗(m1KY |(Z/∆)) est
faiblement positif et il existe don un entier k tel que Sk(F ⊗ OZ(H)) soit
engendré par ses setions globales au point générique de Y . La dimension de
l'espae des setions globales est don au moins égale au rang de la bre du
faiseau en un point générique de Y et on a don pour m assez grand :
h0(Z, SmSk(F ⊗ OZ(H))) ≥ rang
(
SmSk(F ⊗ OZ(H))
)
≥ dim(SmSkH0(F,m1KF ))
≥ dim(SmSkH0(F,L))
≥ h0(F, kmL). (6)
En reportant (6) dans (5) et en utilisant le fait que le volume de L/m1 approhe
elui de F , on en déduit :
h0(Y, kmm1KY ) ≥ (Vol(Z/∆)− ǫ)
(k(m1 −m0)m)d
d!
(Vol(F )− 2ǫ)
(km1m)
n−d
(n− d)!
.
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En hoisissant m1 assez grand, ette inégalité devient :
h0(Y, kmm1KY ) ≥ (Vol(Z/∆)− 2ǫ)(Vol(F )− 2ǫ)
(km1m)
n
d!(n− d)!
.
qui, en passant à la limite, donne la minoration annonée sur le volume de Y .

Démonstration du théorème 3.2 :
Soit don f : Y −→ Z une bration de type général (ave Y de type général)
vers une surfae Z. D'après le lemme préédent, nous disposons de l'inégalité :
Vol(Y ) ≥ Vol(F )Vol(Z/∆)
n!
2(n− 2)!
.
On peut appliquer [AM04℄ : il existe une onstante universelle ǫ2 > 0 qui minore
le volume de toute surfae orbifolde (klt) de type général :
Vol(Z/∆) ≥ ǫ2 > 0.
L'inégalité i-dessus se réérit alors :
Vol(F ) ≤ CnVol(Y )
ave Cn =
2
n(n−1)ǫ2
. 
Remarque 3.2
La minoration universelle du volume pour les orbifoldes de type général n'est
malheureusement onnue que dans le as des surfaes (et omme le lemme 3.1 est
valable en toute dimension, 'est l'unique raison pour laquelle on ne onsidère
que des brations vers des surfaes dans l'énoné du théorème 3.2).
3.3 Ouverture de la ondition γd(X) = 3
Pour nir, nous donnons la démonstration du théorème 0.3. Soit don π :
X −→ D une famille de variétés kählériennes de dimension 3 dont la bre entrale
X = X0 vérie γd(X) = 3. Au vu du théorème 0.2, on peut de plus supposer
que X est de type général. Nous allons tout d'abord nous ramener au as d'une
famille projetive grâe aux résultats de [KM92, setion 12.5, p. 659-663℄ sur
l'invariane des plurigenres en dimension 3 :
Théorème 3.3
Soit π : X −→ B une famille de variétés kählériennes de dimension 3. Si
κ(X0) = 3 pour au moins un point 0 ∈ B, on a
∀ b ∈ B, κ(Xb) = 3
et la famille π : X −→ B est biméromorphe (au dessus de B) à une famille
projetive.
Nous pouvons don (et 'est e que nous ferons) supposer que la famille π :
X −→ D est projetive et de type général.
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On sait alors (théorème 1.1) que, pour t général dans D, Xt vérie γd(Xt) =
3. Si la Γ-dimension n'est pas onstante au voisinage de 0 ∈ D, il existe (tk)k≥1
une suite de points de D onvergeant vers 0 telle que ∀k ≥ 1, γd(Xk) = 2 (pour
alléger les notations, on a posé : Xk = Xtk). L'étude menée dans les paragraphes
i-dessus nous permet d'obtenir le résultat suivant (et don le théorème 0.3).
Théorème 3.4
Soit π : X −→ D une famille projetive de variétés de type général de dimension
3 dont la bre entrale vérie γd(X) = 3.
1. si il existe une suite (tk)k≥1 omme i-dessus, la base orbifolde de la Γ-
rédution de Xk vérie alors (pour k assez grand) :
κ(Γ(Xk)/∆
∗(γk)) ≤ 0.
2. sous réserve de la validité de la onjeture 5, la situation i-dessus
ne peut se produire et la Γ-dimension est onstante au voisinage de 0 :
γd(Xt) = 3 pour t dans un voisinage de 0.
Démonstration :
Remarquons tout d'abord que la possibilité :
κ(Γ(Xk)/∆
∗(γk)) = 1
est exlue. En eet, d'après le théorème 3.1 et la remarque 3.1, ette hypothèse
entraine que la Γ-rédution de Xk est donnée (après revêtement étale ni et
transformation birationnelle adéquats) par l'appliation d'Albanese αXk . Or, en
onsidérant l'appliation d'Albanese de la famille X, on en déduirait que la bre
entrale vérierait γd(X) = 2.
Supposons don que les bres Xk aient une Γ-rédution de type général :
κ(Γ(Xk)/∆
∗(γk)) = 2.
Le théorème 3.2 (ou son orollaire 3.1) s'applique et nous assure l'existene
d'une onstante universelle (numérique) C > 0 telle que :
∀k ≥ 1, gk ≤ CVol(Xk),
où gk désigne le genre de la bre générale de γk. Or, d'après [Siu98℄, le volume
est onstant dans la famille (supposée projetive) et le genre des bres géné-
rales des appliations γk est don majoré par une onstante indépendante de k.
Comme le volume des bres de γk est borné et omme elles-i restent dans un
ompat π−1(K) (où K est par exemple un disque fermé ontenant les points
tk), es ourbes sont don ontenues dans un ompat K de C1(X/D) ([Lie78℄) ;
en partiulier, K ne renontre qu'un nombre ni de omposantes irrédutibles
de C1(X/D). Quitte à extraire une sous suite de (tk)k, on peut don trouver une
omposante irrédutible C de C1(X/D) qui ontient les bres des appliations
γk. On peut alors reprendre les arguments donnés au ours de la démonstration
du théorème 1.1. En eet, en passant à la limite, on peut déformer les bres des
appliations γk en une famille de ourbes de X . Une omposante irrédutible
de ette famille doit enore être ouvrante sur X et on onlut omme dans la
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démonstration du théorème 1.1 : les ourbes de ette famille doivent être onte-
nues dans les bres de la Γ-rédution de X et ainsi γd(X) ≤ 2. Comme on a
supposé γd(X) = 3, on en déduit bien que :
pour k assez grand, κ(Γ(Xk)/∆
∗(γk)) ≤ 0.
Si maintenant on suppose démontrée la onjeture 5, on sait (théorème 3.1)
que, sous l'hypothèse
κ(Γ(Xk)/∆
∗(γk)) ≤ 0,
la Γ-rédution des Xk est donnée (après revêtement étale ni et transformation
birationnelle) par l'appliation d'Albanese. A nouveau, ei entrainerait en par-
tiulier γd(X) = 2 et on en déduit don qu'une telle suite de points (tk)k≥1 ne
peut exister :
γd(Xt) = 3 pour tout t dans un voisinage de 0.

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